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Capitulo VI

Ecuaciones fundamentales

as adelante trataremos de las circunstancias en que

un eclipse serd observado en un punto dado, res-

pondiendo a preguntas como cual serd la hora de
comienzo y final, en que puntos se tocaran los limbos del Sol
y la Luna, que fraccion del disco solar se verd oscurecida,
cuanto durara el eclipse y a que hora se producira el mdximo
oscurecimiento. Pero aqui no nos interesaremos por un eclip-
se como un fendmeno local, sino como un suceso a escala
planetaria, y de esta manera nos plantearemos y daremos res-
puesta a preguntas como: en que punto se producird el primer
contacto del cono de sombra o penumbra y a que hora, en que
zona se podra observar el eclipse en un momento dado, en que
region de la Tierra se podrd observar el eclipse en algun
momento, en que puntos se observard el primer contacto a la
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salida del Sol y en que otros en el ocaso, que trayectoria sobre
la superficie seguird la zona de totalidad, si el eclipse es total,
y cual serd su extension... Pero comencemos, en este capitulo
y en el siguiente, a dar respuesta a todas estas preguntas y a
algunas mas.

Posicion del eje de sombra

El eje de sombra, que es aquel que une los centros de la Luna y
el Sol, corta a la esfera celeste en aquel punto en que el obser-
vador situado en el centro de la Luna veria proyectado el centro
del Sol. Sea O el centro de la Tierra, S el centro del Sol y L el
centro de la Luna. Todas las lineas paralelas a SL cortan a la
esfera celeste en el mismo punto Z. En primer lugar, calculare-
mos las coordenadas de este punto. Consideremos un sistema
de referencia geocéntrico, ecuatorial y rectangular. El eje x esta
dirigido hacia el punto vernal v, el eje y hacia el punto del
Ecuador cuya ascension recta es de 90° y el eje z es perpendi-
cular a ambos. Sean en este sistema (o, 0, r) y (o, o', r') las
coordenadas esféricas de la Luna y el Sol respectivamente:

X =17rcos 0cos o x'=r'cos 0 cos o
y=r1cos 0 sen o y’=r’cos 0’ sen o’ (1)
z=rsen o ’=r'sen &
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Consideremos ahora el sistema selenocéntrico paralelo al
anterior. La posicién del Sol en este sistema determina el
punto Z. Si (a,d,G) son las coordenadas del Sol en el nuevo
sistema, entonces:

x,=Gcosdcosa
y.=Gcosdsena 2)
z.,=Gsend

y evidentemente

Gcosdcosa=r cosd cosd -rcosdcos
Gcosdsena=r cosd sen o -rcosd sen o 3)
Gsend =rsend -rsend

Ahora bien, si la Luna y el Sol estdn aparentemente muy pro-
ximos, las diferencias entre las coordenadas del punto Z y la
Luna serdn pequeiias, por lo que conviene proceder como
sigue. Multiplicando la primera de (3) por sen o'y la segunda
por cos 'y restando y multiplicando ahora la primera por cos
o', la segunda por sen o' y sumando:

Gcosdsen(a-o')=-rcosdsen(o-0o)
Gceosdcos(a-o')=rcosd -rcosdcos(o-0a) 4)

G send =rsend -rsend

Llamando g=G/r' y b=r/r'
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gecosdsen(a-o) =-bcosdsen(o-o)
gcosdcos(a-o')=cosd -bcosdcos(o-a) 4)
gsend =send - bsend

De las dos primeras

-nsen(o-0o)
-ncos(o-0") )

tan(a—oz’):1

b cos d .. . .
con n=-_ % La expresion anterior admite el desarrollo

en serie de Fourier hasta segundo orden (Schaum. Manual de
Férmulas y Tablas Matematicas)

(6)

sen(o-0o') p’sen2(o-a) )

a-o' =-1|n
( sen 17 2 sen 1”

donde el divisor sen 1" reduce los términos de la serie a segun-
dos de arco.

Si tomamos cos (ot - o) = 1 y cos (o - a') = 1, de la segunda
y tercera de (4)' se tiene

-bsen(6-9)

tarl(a/_s,)=l-bcos(5-8’) (7

que de nuevo admite el desarrollo en serie
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®)

sen 17 2 sen 17

PR PEIL S IR IETLR 3

En la préactica, son suficientes las expresiones aproximadas de
Sy @

P b cos 0 sec &

a-o = b (a-ao) 9)
, bsen(d-98)
d-%=- 1-bcos(6-9) (10)

El eje paralelo al eje de sombra por el centro de la Tierra inter-
secta en un punto al plano perpendicular a él y que contiene al
observador. La interseccion del cono con este plano es una cir-
cunferencia. Una vez encontrada la posicion del eje de som-
bra mediante (9) y (10) buscaremos la distancia entre el punto
de observacion y dicho eje, y la compararemos con el radio de
esta circunferencia.

FiGura 34,
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Distancia del punto de observacion al eje de sombra

Consideremos un sistema rectangular de referencia, cuyo
plano principal contiene al centro de la Tierra y es perpendi-
cular al eje de sombra, fig. 35.

Sea T este plano que contiene a los ejes x e y, y sea zy el plano
perpendicular a 7t definido por el circulo de declinacién que con-
tiene al punto Z. La ascension recta del punto X es 90°+a. Sean
X,y,z las coordenadas de la Luna M' en este sistema. Entonces

x=rcosMX
y=rcosM'Y
z=rcosM'Z

Aplicando la trigonometria esférica a los tridngulos M'PX,
M'PY, M'PZ:

x=rcosdsen (o -a)
y=r|sendcosd-cosdsendcos(d-a)] (11)

z=r[sendsend + cosdcosdcos(o-a)]

En efecto, en el tridngulo M'PX:
cos M'X = cosM'PcosPX + senM'PsenPXcosP = cos d sen (o-a)

En el tridangulo M'PY
cos M'Y = cosM'PcosPY + senM'PsenPYcosP = sen 0 cos
- cos O sen Ocos (0-a)
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En el tridngulo M'PZ:
cos M'Z = cosM'PcosPZ + senM'PsenPZcosP = sen & sen &
+ cos 0 cos O cos (o-a)

Hasta ahora hemos hecho lo siguiente: usando dos sistemas
paralelos entre si, ecuatoriales, uno geocéntrico y otro seleno-
céntrico, hemos encontrado la direccion del eje de sombra.
Usando un eje paralelo al eje de sombra que pasa por el cen-
tro de la Tierra, definimos un nuevo sistema, en el cual acaba-
mos de encontrar las ecuaciones que determinan la posicion
de la Luna. Cualquier punto del eje de sombra, fig. 34, tiene
las mismas coordenadas x e y representadas por el punto A
sobre el plano fundamental 7. Si observamos desde un punto
O, sus coordenadas ({, M, 0) determinan un punto O', que es
la proyeccion de O sobre el plano fundamental, de forma que
la distancia entre el lugar de observacion y el eje de sombra
viene dada por:

A= (x-EY +(y-n) (12)

que puede ponerse en la forma paramétrica

AsenQ=x-§&

AcosQ=y-m (13)
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Ficura 36.

Para encontrar las coordenadas del punto de observacion recu-
rriremos a la fig. 36, donde

&M, = Coordenadas del punto de observacion

¢ = Latitud del lugar

¢' = Latitud geocéntrica

p = Radio del elipsoide a la latitud del observador
K = Tiempo sidéreo

Si O es el cenit geocéntrico del observador, tenemos entonces:

E=pcosOX =
p [ cos OP cos PX + sen OP sen PX cos P |

siendo:
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OP = 90- ¢'
PX =90

El 4ngulo en P es la diferencia entre las ascensiones rectas de
Oy X.Como u - o =H,y O con P define el meridiano del
lugar, H =0y o = ascension recta del lugar. Por tanto:

E=pcos @ sen(U-o)

Considerando los tridangulos POY y POZ completamos el con-
junto de ecuaciones (14)

E=pcosq sen(U-a)
N=p[sen @ cosd-cos¢ sendcos(-a)l (14)
C=p[sen @ send+cos@® cosdcos(L-a)l

Si determinamos A y B por las ecuaciones

A sen B = p sen ¢’
Acos B = pcos ¢'cos (L -0)

las ecuaciones anteriores se pueden escribir

E=pcosq@ sen(L-a)
N=Asen(B -d) (14)
{=Acos(B-d)

i - a es el Angulo Horario del punto Z. Si para un instante
dado
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Meridiano de

Greenwich

Meridiano

Local

Ficura 37.

1, = Angulo Horario de Z respecto a Greenwich
o = Longitud Oeste del lugar de observacion

entonces el Angulo Horario del punto Z para el observador es
O=pu-o=y, -

como se deduce de la fig. 37.

Radios de los conos de sombra y penumbra

Nos apoyaremos en las figs. 38 que representan los conos de
sombra y penumbra. Sean:

H = Semididmetro aparente del Sol a su distancia media
k = Razoén entre los radios de la Luna y del Ecuador terrestre
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f = dngulo del cono

¢ = VF = distancia del vértice del cono al plano principal
1 = EF = Radio de la sombra en el plano principal

L = CD = Radio de la sombra en el plano z = {

Si llamamos a al radio terrestre, r a la distancia Tierra-Sol, r'
a la distancia Tierra-Luna y 'y 7' a los paralajes del Sol y la
Luna (4ngulo subtendido por el radio ecuatorial de la Tierra a
la distancia del Sol y la Luna, respectivamente), tenemos

g-senn'ﬂ—senn"i sen 1t
r- N >y osenT

E/ F E F

FIGURA 38A. FiGura 38B.
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de manera que si T, es el paralaje medio del Sol y tomamos
como unidad la distancia media Tierra-Sol

_ sen T,
r= sen s

También tenemos

sen T, = Radio de la Tierra
sen H = Radio del Sol
k sen Ty = Radio de la Luna

Para el cono de penumbra se deduce de la figura que

_ SN SA +AN _senH +ksen m
sen f = SM = MS = g

(16)

y para el cono de sombra

. SN _SA -AN _senH -ksenm, 17
senf=us =" ms - r'g (7
en definitiva
H + kser
sen f = sen e sen m, (18)

Si tomamos ahora como unidad el radio terrestre, tenemos que

k
sen f

MB
VM = yaque senf =,
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de donde
c=VF=z% seﬁf (19)

y de aqui
I=VFtanf =z tanft ksecf (20)
L=(c-{)tanf=1-{tanf ©2))

Para el cono de penumbra, ¢ - { es siempre positivo, y por
tanto también L es positivo. Para el cono de sombra, ¢ - { es
negativo cuando el vértice del cono cae por debajo del plano
del observador. En este caso se produce eclipse total y L es
una cantidad negativa. Cuando el vértice del cono de sombra
cae por encima del plano del observador, L es positivo, y en
este caso se tiene eclipse anular. Por brevedad, llamaremos
i=tanf

Expresion analitica de la condicién de principio
o fin del eclipse

Comenzaré o terminard un eclipse en un punto cuando su dis-
tancia al eje de sombra sea igual al radio del cono en el plano
paralelo al fundamental que contiene al punto, es decir, cuando

A=L (22)
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o lo que es igual

(x-E)V +(y-n)Y=(l1-i{) (23)

que puede escribirse en forma paramétrica

x-E=(1-il)senQ

y-m=(I-in)cosQ @4
(22) es la ecuacion fundamental de la teoria de eclipses. Las
cantidades a, d, x, 1, e 1 pueden ser calculadas mediante las
formulas anteriores. Son independientes del lugar de observa-
cion y es conveniente calcularlas unas horas antes y unas
horas después de la conjuncién en longitud del Sol y la Luna,
a partir de las cuales, por interpolacién, pueden hallarse para
cualquier instante intermedio. A estos elementos se les cono-
ce como «Elementos Besselianos» del eclipse, y pueden
encontrarse por ejemplo en las Efemérides del Observatorio
de San Fernando, donde en lugar de la Ascension Recta del
punto Z se da el Angulo Horario para Greenwich.
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